
 第二章 アルカリ原子気体のボース凝縮の基本的性質 11 

第二章 アルカリ原子気体のボース凝縮の基本的性質 
 

 

２．1 ボース凝縮の発生条件 

体積V の箱型ポテンシャルに閉じ込められた N 個の理想（相互作用のない）ボース気

体は，以下の条件を満たすとき最低エネルギー状態の粒子数がマクロな数になるボース・

アインシュタイン凝縮を起こす[2]（付録 A.3）： 

 

K612.2)2/3(3
dB =≥ ζλn  ． （2.1） 

 

ここで， VNn /≡ は原子密度， Tmkh BdB 2πλ ≡ は熱的ド・ブロイ波長＊（thermal de Broglie 

wave length）， ∑∞
=≡ 1 /1)( s sααζ はリーマンのツェータ関数である． ps

3
dB ρλ ≡n は位相空間

密度と呼ばれ，一量子状態あたりの平均的粒子数を表す＊＊．熱的ド・ブロイ波長は，原子

の波動関数（波束）の幅を表すので，式（2.1）のボース凝縮発生条件を定性的に表現する

ならば，「個々の原子の波動関数が互いに重なり合うとき」と言うことができる． 

条件式（2.1）を温度について書き直すと， 
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となる． cT はアインシュタイン凝縮温度，または単に転移温度と呼ばれる．この転移温度を用

いて，ボース凝縮した粒子数 0N の温度依存性を表すと， 
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となる． 

                                                  
＊ 分母の TmkB2π （h はプランク定数，m は原子の質量，kBはボルツマン定数，T は原子集団

の温度）は，系の運動量の揺らぎ p∆ を表しているので，ハイゼンベルグの不確定性関係

hpx =∆∆ より， dBλ は位置の揺らぎ，つまり波束の幅を表す． 
＊＊ 333

dB / ph ∆λ = であるから， )//( 33
ps hpVN ∆ρ = となる．

3pV∆ は位相空間上で粒子が分布

している範囲， 33 / hpV∆ はその範囲に存在している状態の数である．よって， psρ は一状態あ

たりに存在する平均粒子数を表す． 
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実際のアルカリ原子 BEC の実験では，原子集団は箱型ポテンシャルではなく，以下の

ような非等方的 3 次元調和ポテンシャルに閉じ込められた状態にある：  

 

)(
2
1),,( 222222 zyxmzyxV zyx ωωω ++=  （2.4） 

 
このときの理想ボース気体におけるボース凝縮の発生条件は 
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N  ただし， ( ) 3/1

zyx ωωωω ≡  （2.5） 

 
となる[30]（付録 A.4）．式（2.5）の最左辺は，一量子状態あたりの平均的粒子数を表して

いる．これを温度に関して書き直すと 
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となる＊．ボース凝縮した粒子数 0N の温度依存性を表すと， 
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となる．このように，箱型の場合の式（2.3）と異なる T 依存性を持つ（図２.１）． 

ボース粒子系がボース凝縮を起こしているときのノーマル成分（ボース凝縮体以外の粒

子）のピーク密度は，ポテンシャルの形状に依らず  
 

K612.2)2/3( 3
dBpeak == ζλn  （2.8） 

 
で与えられる[30]（付録 B.3）．この式は，箱型ポテンシャルにおけるボース凝縮の条件式

（2.1）の，任意のポテンシャルへの一般化と考えることができる． 

                                                  
＊ 実際のアルカリ原子気体のボース凝縮では，原子数が有限である効果と，原子間相互作用の

効果で，転移温度 TCは理想気体と比べ数％程度低くなる傾向がある[28]． 
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２．２ ボース凝縮体の波動関数 

外部ポテンシャル )(rtrapV に閉じ込められ，任意の二粒子間に相互作用ポテンシャル

)'( rr −U が働くボース粒子系のハミルトニアンは，第二量子化法を用いると以下のように

与えられる（付録 C.3）： 
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 （2.9） 
ここで， 

∑ ∗≡
i

ii a )()()( ˆ)()(ˆ †† rr φΨ  （2.10） 

は，位置 r にボース粒子を消滅（生成）する場の演算子である（ )(riφ は系の１粒子波動関

数，
)(ˆ †

ia はその状態の消滅（生成）演算子）．場の演算子の時間発展は，ハイゼンベルグの

運動方程式 ]ˆ),,(ˆ[),(ˆi Httt rr ΨΨ =∂h より， 
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に従う（付録 C.4）． 
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図２.１ 調和型ポテンシャル（実線）および箱型ポテンシャル（破線）に閉じ込められた原

子集団における凝縮原子数の割合の温度依存性．転移温度での凝縮原子数の立ち上りは，調

和型の方が箱型より急になる．これは，調和型の場合，温度が下がり運動量分布幅が狭くな

るにつれて，原子集団の空間分布幅も同時に狭くなることによる． 
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二粒子間相互作用ポテンシャル )'( rr −U の具体的な形は，一般に知ることは難しい．し

かし，熱的ド・ブロイ波長が相互作用の到達距離に比べ十分長くなるほど原子集団の温度

が十分低いとすると＊，原子系の密度揺らぎは，相互作用の到達距離の範囲でほとんど変化

しないので，相互作用ポテンシャル )'( rr −U を以下のようにデルタ関数で近似できる： 

)'()'( 0 rrrr −=− δUU  ただし， ∫ −= )'('0 rrr UdU  ． （2.12） 

また，このときの粒子間の衝突は S 波散乱が支配的になり（付録 D.3），S 波散乱の散乱長a
と 0U の間に以下の関係が成立する（付録 D.4）： 

 

m
aU

2

0
4 hπ

=  ． （2.13） 

 
今，ボース粒子系がボース・アインシュタイン凝縮を起こしているとする．このとき，

ボゴリューホフによる平均場理論（mean-field theory）[23]では，場の演算子を以下のよう

に分解する： 
 

),('ˆ),(),(ˆ ttt rrr ΨΦΨ +=  ただし， >=< ),(ˆ),( tt rr ΨΦ  （2.14） 

 

),( trΦ は場の演算子の期待値であるからｃ数の関数で，ボース凝縮体の波動関数，またはオ

ーダーパラメーターと呼ばれる． ),('ˆ trΨ は量子的または熱的揺らぎを表す演算子で，定義よ

り 0),('ˆ >=< trΨ である．式（2.12），（2.14）を式（2.11）に代入して期待値をとると， ),( trΦ

に関する波動方程式が得られる： 
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これは非線型シュレーディンガー方程式，またはグロス・ピタエフスキー方程式と呼ばれる

[24,25]．二粒子間相互作用による項
2

0 ),( tU rΦ は平均場エネルギーと呼ばれる．この項が

なければ，式（2.15）は一粒子のシュレーディンガー方程式に帰着する． 

式（2.15）の解として，定常状態 ( ) )(/iexp),( rr ΦµΦ htt −= を考える．これを式（2.15）

                                                  
＊相互作用の到達距離の目安である S 波散乱長は，Rb 原子の場合 5.8 nm である[64]．一方，ボ

ース凝縮体のサイズ（ド・ブロイ波長）は 10μm～100μm である．よって，この仮定はボー

ス凝縮において十分成り立っている． 
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に代入すると，時間に依存しないグロス・ピタエフスキー方程式が得られる： 
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m trap
h  ． （2.17） 

 

µ はボース凝縮体の化学ポテンシャルである．特に系の温度がゼロで，全ての粒子がボー

ス凝縮しているとすると，ボース凝縮体の密度分布
2)(rΦ を全空間にわたって積分したも

のは，全粒子数 N になる： 
 

Nd =∫ rr
2

)(Φ  ． （2.18） 

 
87Rb や 23Na は散乱長 a が正，つまり 00 >U であり＊，粒子数 N が十分大きいとき（お

およそ
410>N のとき），平均場エネルギー

2
0 )(rΦU が運動エネルギーに比べて十分大き

くなる．このとき，時間に依存しないグロス・ピタエフスキー方程式（2.17）から，運動エ

ネルギーの項を無視するトーマス・フェルミ近似ができる： 
 

[ ] )()(|)(|)( 2
0 rrrr ΦµΦΦ =+UVtrap  ．  （2.19） 

 

実際の実験で生成されるボース凝縮体の粒子数（
65 1010 ～=N ）では，この近似はよく成

り立っている．このときのボース凝縮体の密度分布 )(TF rn は， 
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となる．これはちょうどポテンシャルを µ=)(rtrapV で折り返した型をしている（図 2.2）．

具体的に， )(rtrapV として式（2.4）の非等方的三次元調和ポテンシャルを考えると, 
 

                                                  
＊このとき，原子間には斥力相互作用が働く．7Li の場合は 0<a であり，引力相互作用が働く 
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となる．
2|)(| rΦ の規格化条件（2.18）と， 0U の具体形（2.13）より，化学ポテンシャルµ

と，ピーク密度 )0(TF0 nn ≡ は， 
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と表せる． 
 

２．３ ボース凝縮体の時間発展 

調和型の磁気トラップから瞬間的に開放されたボース凝縮体の密度分布は，トーマス・

フェルミ近似のもとでは，図２.３のように各方向の幅のみが変化する[49]（付録 E.4）： 
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図２.２ トーマス・フェルミ近似におけるボース凝縮体の密度分布．トラップポテンシャル

V(r)を E =μ（μは凝縮体の化学エネルギー）の高さで反転させた形をしている． 
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ただし 
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tdttd ==   ),,( zyx=ν ． （2.25） 

特に，非等方性の大きい軸対称ポテンシャル )()()()( tttt zyx ωωωω ρ >>≡= の場合，各方

向の膨張率 )(tzλ ， )()()( ttt yx λλλρ =≡ は，次の微分方程式に従う： 
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ここで ,tρωτ ≡ 1/ <<≡ ρωωε z とおいた．初期条件 1)0()0( == zλλρ ， 0)0()0( == zλλρ
&& の

もとで，ε の 2 次までとる近似では 
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となる．よって，アスペクト比の時間発展は 
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となる．これは，相互作用のない（調和振動子の一粒子基底状態にある）ボース凝縮体を

図２.３ 調和型の磁気トラップから開放されたボース凝縮体の時間発展．トーマス・フェル

ミ近似のもとでは，各方向の幅のみが変化し，放物型は維持される． 
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開放した場合のアスペクト比の時間発展（付録 E，式（E.57）） 
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と比べ，大きく異なる． 


