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付録 B ３次元調和ポテンシャル中の理想ボース気体の空間密度

分布および運動量分布 
 

B．１ 半古典近似による理想ボース気体の空間密度分布 

外部ポテンシャル )(trap rV に閉じ込められた理想ボース気体の空間密度分布 )(rn は，こ

の系の一粒子固有状態（つまり一粒子シュレーディンガー方程式の解） >νφ| の位置空間波

動関数 >≡< νν φφ |)( rr を用いて 
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と表される＊．ここで、 
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は、付録 A の式（A.21）で導出したボース分布関数で，エネルギーが νε の一粒子状態 >νφ|

に存在する平均粒子数を表す．しかし、式（B.1）は、すべての一粒子固有状態をシュレー

ディンガー方程式より解く必要があり，甚だ実用的ではない．そこで，系の固有状態にボ

ース分布を適用するのではなく，一粒子の位相空間 =),( pr ),,,,,( zyx pppzyx 上の基本体

積
3h あたり一つの状態が存在するとしてボース分布を適用する半古典近似を採用すること

にする[30]． 

位相空間上の点 ),( pr にある状態が持つエネルギー ),( prε は， 
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であるから，この状態に存在する平均粒子数 ),( prf は， 
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となる．位相空間上の体積 zyx dpdpdxdydxdp に存在する状態の数dW は 

                                                  
＊  付録 C の式（C.18）で示すように，これは場の演算子の積 )(ˆ)(ˆ rr ΨΨ† の期待値である． 



82 付録 B ３次元調和ポテンシャル中の理想ボース気体の空間密度分布および運動量分布 

zyx dpdpdxdydxdp
h

dW 3
1
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であるので，位相空間上の単位体積あたりに存在する粒子数 ),( prn は 
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と表せる．空間密度分布 )(rn は，式（B.6）を，全運動量空間にわたって積分することによ

り得られる： 
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ここで，変数変換 mpx 2/2β= を施すと，式（B.7）は， 
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となる．ここで， Tmkh BdB 2/ πλ ≡ は，付録 A の式（A.36)で定義した熱的ド・ブロイ波

長である．後の計算手法は，付録 A の式（A.34）と同様であり，結果は 
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となる． ∑∞

=
≡

1
/)(

s
ns

n szzg は，ボース関数と呼ばれている＊．  

                                                  
＊数学では多重対数関数（polylogarithm function）と呼ばれる．MathmaticaⓇのプログラムでは，

PolyLog[n,z]と表す． 
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B．2 半古典近似による理想ボース気体の運動量分布 
半古典近似による理想ボース粒子系の運動量分布は，式（B.6）を，全位置空間にわた

って積分することにより得られる： 
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ここで，ポテンシャルの形状として，３次元調和ポテンシャルを考える： 
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変数変換
222,,, ZYXRzXyYxX zyx ++==== ωωω を施すと，式（B.10）は 
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となる．ここで，更に変数変換 2/2mRx β= を施すと， 
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となる．ここで， ( ) 3/1
zyx ωωωω ≡ と定義した．後の計算手法は，式（B.9）と同様であり，

結果は 
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となる． 
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B．３ 転移温度以下での空間密度分布 
系の温度T が転移温度 CT 以下になり，最低エネルギー状態の粒子数 0N がマクロな数に

なっている（ボース凝縮を起こしている）とき，フガシティー )exp(βµλ ≡ は 1 に極めて

近い値をとる．このとき，式（B.9）の空間密度分布は， 
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となる＊．特にポテンシャルの極小点，つまり空間密度のピーク位置では， 0)( =rV である

ので＊＊， 
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となる．このことから，ボース凝縮が起きる条件は，ポテンシャルの形状に依らず
．．．．．．．．．．．．．

，空間

密度のピーク位置での位相空間密度
3
dBpeakpeakPS, λρ n≡ が 2.612 となるとき，と言うことがで

きる．この結論は，箱型ポテンシャルにおけるボース凝縮発生の条件（付録 A，式（A.38））

を確かに再現している． 
 

B．４ ボース・アインシュタイン分布とマックスウェル・ボルツマン分布との比較 
3 次元調和ポテンシャル中の N 粒子系が，マクスウェル・ボルツマン統計に従うとした

ときの空間密度分布 )(MB rn は， 
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である．特に，温度が転移温度

3/1

B
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（付録 A，式（A.50））のときのピーク

                                                  
＊ この密度分布の式には，ボース凝縮体の密度分布は含まれていない．つまりノーマル成分の

密度分布のみを表す．その理由は，付録 A，式（A.32）の脚注と同じである． 
＊＊ 系がボース凝縮を起こしているとき，フガシティー )exp(βµλ ≡ が 1 に極めて近い値をと

るという結論は，系の最低エネルギー状態のエネルギー，つまりポテンシャルの極小点のエネル

ギーをゼロとすることを前提にしている． 
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密度を求めてみると， 
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 （B.18） 

 
これは，ボース・アインシュタイン統計を用いたときに得られるピーク密度の値（B.16）
の 46％である＊．つまり，マクスウェル・ボルツマン分布は，ピーク密度を実際より小さく

計算してしまう．逆に言えば，ボース・アインシュタイン統計は，粒子を最低エネルギー

状態の周りに局在させようとする傾向がある．同じような傾向は，運動量分布にも表れる

（詳しい議論は付録 F.4）． 

                                                  
＊ ツェータ関数の値の比 46.0612.2/202.1)2/3(/)3( ≅=ζζ ． 
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