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衝突広がりと飽和広がり：
プラズマ中の原子の飽和強度と吸

収断面積を計算するために

2013年5月22日 ランチミーティング

担当：鳥井

Rb原子の飽和分光
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疑問は限りなくある
• なぜ４つの大きな吸収が現われるのだろう。それらの大きさの

比は何が決めているのだろう
• なぜ飽和分光と呼ばれているのだろう
• ポンプとプローブはどれだけ角度をつけてもよいのだろう
• ポンプとプローブの偏光を変えたらどうなるだろう
• ラムディップは何本出るのだろう。それは何が決めているのだ

ろう
• クロスオーバー遷移とは何だろう
• なぜクロスオーバー遷移のラムディップが妙に大きいのだろう
• ラムディップの幅は何が決めているのだろう
• ドップラー幅がラムディップより広いのはなぜだろう
• ドップラー幅から温度を見積もれるだろうか
• 吸収の量から原子数密度を見積もれるだろうか

自然は最高の教師である

1年前は（私が）知らなかったこと

• ドップラー広がりがある原子気体からの蛍光は、飽
和強度では飽和しない

• ラムディップ（もしくは偏光分光信号）の大きさは飽
和強度では飽和しない

• 飽和分光におけるラムディップの幅は｛（プローブの
線幅）+（ポンプの線幅）｝÷2である

• 吸収断面積は飽和しない（光強度に無関係）
• 速度変化衝突（VCC）の断面積と線幅の関係は？

• 衝突広がりのある場合の飽和強度の計算方法は？
• 速度変化衝突は位相緩和（横緩和）なのか、原子数

分布の緩和（縦緩和）なのか？
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霜田光一「レーザー物理入門」
第８章「非線形コヒーレント効果」

共鳴ラビ周波数

12 0Ex µ
= 2

0( ) xω ωΩ = − +

一般化ラビ周波数

（注）この節ではコヒーレント相互作用が衝突によってのみ途切
れることを想定（自然放出無視）→縦横同じ緩和時間τ=1/γ

（注）この教科書での（独特な）表記法

様々な緩和過程

γph=Nvσb0位相緩和衝突

γlaser0レーザーの線幅

ΓVCCΓVCC=NvσVCC速度変化衝突

ΓTΓT=v/d飛行時間幅

Γinel/2Γineｌ=1/τinel非弾性衝突

Γn/2=γnΓn=1/τspon自然放出

横緩和γ縦緩和Γ

縦緩和は必ず横緩和を伴う（逆は正しくない）。原子が励起状態にいるときだけに起こ
る縦緩和（自然放出および非弾性衝突）の場合のみ、縦緩和レートの半分が横緩和
レートになる。縦緩和が状態に依存しない場合は縦緩和と横緩和のレートが一致する。
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Demtroeder, Atoms, Molecules, 
and Photons

7.4 Line Profiles of Spectral Lines

（注）小文字のγが縦緩和レートを表す

33mK=1GHz
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衝突広がりがある場合の
吸収断面積の求め方

遷移レートの導出：フェルミの黄金則

2

2

2 ˆ| | ( )i f f iR f H iπ δ ω ω→ = < > −

教科書でよく見られる表現（摂動が時間に依存しない場合）

電磁波と原子の相互作用の場合（角周波数ωで振動する摂動の場合）

2

0
02

ˆ2 | | ( )
2i f
dER f iπ δ ω ω→

−
= < > − 2 2

/γ π
δ γ

←
+

規格化されたLorentzian
で置き換える

ˆ| |f dE i< − >
Ω ≡

回転波近似

( )
2

s δΓ
=

2

0s
γ
Ω

≡
Γ

0

0

( ) cos

( )
2

i t i t

E t E t
E e eω ω

ω

−

=

= +

2

0 2 2( )s s γδ
δ γ

≡
+

ただし
飽和パラメータ 共鳴飽和パラメータ 共鳴ラビ周波数

γ：横緩和定数
（半値半幅：HWHM）( )0δ ω ω≡ −
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レーザー冷却に良く出てくるケース：
衝突および飛行時間幅が無視できる場合

１

２

2
sΓ

2
sΓ

nΓ

n

2
γ Γ

=

横緩和（共鳴線の半値半幅）は自然放出のみで決まる

2 n 2 2 1

1 n 2 1 2 2

1 2 0

N N sN sN

N N sN sN N
N N N

γ γ

γ γ

= −Γ − +

= +Γ − + = −
+ =

レート方程式

定常状態では

2
st 0
2 0 02 2

1 1
2 1 2

ssN N N
s

γ
δ γ

= =
′+ +

st st 0
1 2 1

NN N
s

− =
+

2

0 2
n

2
s

Is
I

Ω
= =

Γ

01 sγ γ′ ≡ +

飽和により広がった幅
（power-broadened width）

n33s
hcI π
λ

= Γ

注目すべきは、フェルミの黄金則で（光ブロッホ方程式を解かずとも）定常解が求まること

「レーザー物理入門：第８章」 の場合
自然放出を無視し、縦横同じ緩和

１

２
(0)

2 2( )N Nγ− −

(0)
1 1( )N Nγ− −

衝突

衝突

(0)
2 2 1 2 2

(0)
1 1 2 1 1

( )
2 2

( )
2 2

N sN sN N N

N sN sN N N

γ γ γ

γ γ γ

= − + − −

= − + − −

レート方程式

定常状態では

(0) (0) 2 2
st st (0) (0)1 2
1 2 1 2 2 2 2( )

1
N NN N N N

s
δ γ

δ γ
− +

− = = −
+ + + Ω

式（8.13)と一致！

2
sγ

2
sγ
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吸収（散乱）断面積の定義

dz

I z( )
I z+dz( )

abs

( ) ( )I z I z dz Pndz
dI Pn I n I
dz I

σ

− + =

→ = − = −

原子（分子）１個の
吸収断面積

原子（分子）1個が単位時間に吸収するエネルギーをP[W]、
原子（分子）の密度をnとする。

zzn eIeIzI ασ −− == 00)(

dzの厚さを通過する際に吸収される

単位面積あたりのエネルギー

abs
P
I

σ =原子（分子）を仮想的に断面積がσの
吸収体と考えるなら、単位時間に吸収
するエネルギーはP = Iσとなる。

吸収断面積：二つの考え方

n3

/

3s

x
hcI

δ γ
π

λ

≡

≡ Γ

１

２

2
sΓ

nΓ

基底状態の原子が単位時間にプローブ光
から吸収するエネルギー

n
1 2

1
2 2 1s

IP s
I x

ω ω ΓΓ
= × =

+
よって、基底状態の原子の吸収断面積は

0
1 21

P
I x

σσ = =
+

同様の計算により、励起状態の原子の増幅断面積は

0
2 21 x

σσ =
+

2
0 6σ π=

誘導放出 自然放出吸収

よって、トータルの（実際に観測される）吸収（もしくは増幅）断面積は
st st 2

0 01 2
abs 02 2 2 2

0

1
1 1 1

N N
x N x s

σ σ γσ σ
δ γ

−
= = =

′+ + + +

←強度に依存しない

←強度に依存する
（飽和する）

( )01 sγ γ′ ≡ +

←強度に依存しない

2
sΓ
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吸収断面積：別の求め方

dz

I z( )
I z+dz( )

( )01 sγ γ′ ≡ +

１

２

2
sΓ

nΓ

誘導放出 自然放出吸収

2

abs 0 2 2

P
I

γσ σ
δ γ

= =
′+

エネルギーの逃げ道は励起状態からの自然放出
しかない

自然放出による原子一個の単位時間あたりの放出エネルギーは、
st 2
2

n n n2 2
0

1
2 1 2 s

N s IP
N s I

ω γω ω
δ γ

= × Γ = Γ = Γ
′+ +

したがって、吸収断面積は

2
0 6σ π= ←分布数差から求めた結果と同じ

2
sΓ
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/χ

m
ax

δ /γ

 s0= 0
 s

0
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２準位原子の複素電気感受率

3
2

3
2

6
1
16

1

x
x

x

χ π

χ π

 ′ = − +

 ′′ =
 +

3

2
0

3

2
0

6
11

6 1
1 1

x
xs

s x

πχ

πχ

′
′ = − ′++


 ′′ = ′+ +

古典的調和振動子量子論的２準位原子

飽和（パワー）広がり
（power broadening）

γ01 s+

γγ sIIs /11 0 +=+

自然幅
(natural  linewidth）γ

/x δ γ≡

0

/

1

x

s

δ γ

γ γ

′ ′≡

′ ≡ +
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原子の吸収断面積

)(δσχα nnk =′′=
密度nの原子気体の吸収係数

znz eIeIzI )(
00)( δσα −− ==

原子数密度

：吸収断面積

OD：光学密度
(optical density)

2
0

2

2

0 )1(
)(

γδ
γσδσ

s++
≡

：共鳴吸収断面積
2

0 6πσ ≡

ここまでのまとめ（要点）
1. 2準位原子の複素電気感受率は、飽和パラメタ

s0= I/Is << 1では古典的調和振動子と同じである。

2. 2準位原子の場合、共鳴の幅 Γ を決めるのは、
自然放出（励起準位の寿命）である(Γ =1/τ )。

3. s0<< 1でない場合、幅は(1+ s0)1/2倍に広がり、
ピークは1/(1+ s0)倍に下がる （飽和広がり） 。

4. １原子あたりの共鳴吸収断面積は、飽和強度よ
り十分弱ければ、遷移モーメントによらず

2
0 6πσ =
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速度変化衝突（VCC）がある場合

１

２

2
sΓ

nΓ
2 n VCC 2 2 1

1 n VCC 2 1 2

1 2 0

( )
2 2

( )
2 2

N N sN sN

N N sN sN

N N N

Γ Γ
= − Γ + Γ − +

Γ Γ
= + Γ + Γ − +

+ =

レート方程式

定常状態での励起原子数

st
2 0

1
2 1

sN N
s

=
+( )( )

2 2

0
n VCC n VCC/ 2

s
γ

Ω Ω
= =

Γ Γ + Γ Γ + Γ

衝突

衝突

(0)
VCC 2 2

VCC 2

( )N N

N

−Γ −

≈ −Γ

(0)
VCC 1 1

VCC 1 0

VCC 2

( )

( )

N N

N N

N

−Γ −

≈ −Γ −

= −Γ
共鳴飽和パラメタ

2
sΓ

n VCC

n VCC/ 2γ
Γ = Γ + Γ

= Γ + Γ

縦緩和

横緩和

衝突広がりがある場合の吸収断面積

st
2

n n
0

1
2 1

N sP
N s

ω ω= × Γ = Γ
+

st
2

0

1
2 1

N s
N s

=
+

前のスライドより、励起状態の存在確率は

プローブ光の単位時間あたりのエネルギーロスは

飽和パラメータsが小さい極限では

( )
( )( )

( )

n n
n n2

n VCC n VCC

n n 0
abs 2

VCC VCC

/ 2 1
2 2 / 2 1

/ 2
( )( / 2 ) 1

s

n n

s IP
I x

P
I x

ωω

σσ

Γ Γ
= × Γ = Γ

Γ + Γ Γ + Γ +

Γ Γ
= =

Γ + Γ Γ + Γ +

2
0 6

/x
σ π

δ γ
≡

≡
これが今回知りたかった結果

Γ

Γ Γ
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様々な緩和過程のある場合の
光ブロッホ方程式の解

2013年5月29日 ランチミーティング

担当：鳥井

光ブロッホ方程式（緩和あり）















Ω−+−=

−−=

Ω++Γ−=

WUV
dt
dV

VU
dt

dU

VW
dt

dW

δγ

δγ

)1(

)(
2

)(

)(
2

)(

)(
2

)(
2

112221
21

112212
12

122122
22

122122
11

ρρργδρ

ρρργδρ

ρρρρ

ρρρρ

−
Ω

−−+=

−
Ω

+−−=

−
Ω

−Γ−=

−
Ω

+Γ=

ii
dt

d

ii
dt

d

i
dt

d

i
dt

d W = ‐1へ緩和（縦緩和）

W 軸へ緩和（横緩和）

核磁気共鳴（NMR）では、縦緩和時間をT1、
横緩和時間をT2と呼ぶ。

緩和が自然放出によるものだけなら、

12 2/2/1 TT =Γ== γ

n inel T VCC

n inel
T VCC ph2

γ γ

Γ = Γ + Γ + Γ + Γ
Γ + Γ

= + Γ + Γ +
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レート方程式近似

12 22 11
12 22 11 12

21 22 11
21 22 11 21

( ) ( ) 0
2 2

( ) ( ) 0
2 2

d i i
dt i

d i i
dt i

ρ ρ ρδ γ ρ ρ ρ ρ
δ γ

ρ ρ ρδ γ ρ ρ ρ ρ
δ γ

−Ω Ω
= − − + − = → =

−
−Ω Ω

= + − − − = → =
+

コヒーレンス（非対角項）の時間変化は分布数差（対角項の差）の時間変化
に比べ十分早く、近似的に定常状態にあると仮定すると

2
11 22 11

22 22 11 222

22 22 11
22 22 22 112

( )
2 1 2

( )
2 1 2

d s
dt x

d s
dt x

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
γ

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
γ

−Ω Γ
= Γ + = Γ − −

+
−Ω Γ

= −Γ − = −Γ − −
+

22 11
21 12 21

i
x

ρ ρρ ρ
γ

−Ω
− = −

+
x δ

γ
 

≡ 
 

このとき、コヒーレンスは分布数差に比例する：

0
2

2

0

1
ss

x

s
γ

 ≡ + 
Ω ≡ Γ 

光ブロッホ方程式は、次のレート方程式に帰着する

フェルミの黄金則を用いて導出したレート方程式と一致！

定常状態の解（revised）
1, ,

1 1 1
s sU V W

s s s
δ

γ
Γ Γ

= − = = −
Ω + Ω + +

2
0

02 , ,
1

ss s x
x

δ
γ γ

 Ω
≡ ≡ ≡ + Γ 

2
st
21 2 2

0 0 0 0

2 1 ( )
1 1

d d i
E x s

δ γχ ρ
ε ε γ

− +
= = ⋅

′+ +

st st
22 21

1 1 1, ( ) ( )
2 1 2 2 1

s sU iV i
s s

ρ ρ δ γ
γ
Γ

= = + = ⋅ −
+ + Ω

01

x

s

δ
γ

γ γ

 ′ ≡ ′ 
 ′ ≡ + 
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自然放出レートと双極子モーメントとの
関係（revised）

2 3 2 3
2 0

n n n3 3
0 0

32
3 3

d d k d
c k

πεωγ
πε πε

Γ ≡ = = → = Γ

ウィグナー・ワイスコップの自然放出の理論（1930)より

3 n
2 2

0

1 ( )6
2 1 1

i
x s

δ γχ π
γ

Γ − +
=

′+ +
1

2k
λ
π

 ≡ = 
 

2 22
0

0 2
s

d E Is Iγ γ
Ω

≡ = =
Γ Γ

n
3

n n6s
cI γ γ
π γ

 Γ
≡ Γ 

（真空での）飽和強度

したがって、

（e.g., Is=1.6mW/cm2 for Rb D2line）

複素電気感受率の一般形(まとめ)

3 n
2 2

0

3 n
2

0

3 n
2

0

1 ( )6
1 1

/Re[ ] 6
11

/ 1Im[ ] 6
1 1

i
x s

x
xs

s x

γ δ γχ π
γ

γ γχ χ π

γ γχ χ π

− +
=

′+ +
′

′ = = −
′++

′′ = =
′+ +

2
n

0 03
n n

1
6s

s

c II s s x
I

γ γ δγ γ
π γ γ γ

Γ Ω ′ ′≡ → ≡ = → ≡ + → ≡
′Γ Γ

( )n n / 2γ ≡ Γ

飽和強度は

共鳴線幅は

吸収係数は

n n

γ
γ

Γ
Γ

0
n

1 sγ
γ

+

倍

倍

n

0

1
1 s

γ
γ

⋅
+

倍

左から右へと次々に定義していく

飽和強度 飽和パラメタ 飽和広がり幅 規格化離調

２準位原子（１個）の複素電気感受率 自然放出のみの場合に比べ
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速度分布上のラムディップの幅
22ρ

11ρ

0
22 2

0

1 1 1
2 1 2 1 1

ss
s s x

ρ = =
′+ + +

速度分布上でのディップの線幅（FWHM）は

kω = v
0ω

kω = v

02 2 1 sγ γ′ ≡ + 0x ω ω
γ

 −′ = ′ 

励起状態の存在確率

( )

0

n inel
VCC

(0) n n
0

n inel
n inel VCC VCC

2 2 1

2
2

1

2

s

s

γ γ

γ

′ = +

Γ + Γ = + Γ 
 

Γ
× +

Γ + Γ Γ + Γ + Γ + Γ 
 

ΓVCCを無視すると

(0) (0) n
0 (0) 3,

6s
s

cIs I
I

γ
π

 
≡ ≡ 

 

真空中の飽和パラメタ

( )
( )

22
(0) (0) ineln

n inel 0 n 02
nn inel

2 1 1s sγ
 ΓΓ′ = Γ + Γ + = Γ + + ΓΓ + Γ  

Srホローカソードランプで観測される

ラムディップの幅

( )( )
(0)n n n

pump VCC 0
n VCC n VCC

2 2 1
2

s γγ
γ

Γ Γ ′Γ = = + Γ +  Γ + Γ + Γ 

おそらくΓVCCが支配的であろうから、Γinelを無視する

ポンプ光によって掘られる速度分布上の穴の幅（FWHM）

観測される幅は｛（ポンプ光による穴の幅）+（プローブ光の線幅）｝÷２であろうから

プローブ光が飽和強度より十分弱ければ、

( )( )
pump probe (0)n n n

obs VCC 0
n VCC n VCC

1 1
2 2

s γ
γ

 Γ + Γ Γ Γ  Γ = = + Γ + +   Γ + Γ + Γ    

ΓVCCも無視できるならば

{ } (0)
0pump probe 1(0)n

obs 0 n1 1
2 2

ss
Γ + Γ Γ

Γ = = + + →Γ 自然幅（FWHM）に帰着
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原子の吸収断面積（revised）

)(δσχα nnk =′′=
密度nの原子気体の吸収係数

znz eIeIzI )(
00)( δσα −− ==

原子数密度

吸収断面積：

OD：光学密度
(optical density)

n n
0 02 2 2

0 0

/ 1 /( )
1 1 1s x s
γ γ γ π γ πσ δ σ σ

δ γ
′

≡ =
′ ′+ + ++

：共鳴吸収断面積
2

0 6πσ ≡

積分が１となる
ように規格化された
ローレンツ関数

ドップラー広がりがある場合の
吸収断面積

D 0 0 kω ω ω= + ⋅ = +k v v
ドップラーシフト

Maxwell-Boltzmann分布
2

2
RMSRMS

1( ) exp
22

f
π

 
= − 

 

v
v

vv

vはレーザー光の進行

方向の速度成分とする

B
RMS

k T
m

 
=  

 
v

( )RMSD kσ ≡ v

（合成積）

D

2

0 2
D D0

( ) ( ) ( )

1 exp
2 21

D

n

f k d

s
γ ω

σ δ σ δ

γπ δσ
σ σ

∞

−∞

<<∆

= −

 
→ − 

+  

∫ v v v

Dopp0

1.476
(FWHM)1

n

s ω
Γ

≅
∆+
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観測されるラムディップの深さ

11 22 0 2 2
p0

1 /1 1
1 1 1

s s
s s s

γπ γ πρ ρ
δ γ

′
− = = − = −

′+ + ++
22ρ

11ρ

kω = v
pω

kω = v

02 2 1 sγ γ′ ≡ +

積分が1となるよう規格化

されたローレンツ関数

十分弱いプローブ光によって掃引したときの断面積は

11 22

0
0 2 2

p0

( ) ( )( ) ( )

( ) /( ) 1
( )1

D

D

f k d

s
s

σ δ ρ ρ σ δ

γπ γ γ πσ δ
δ γ γ

∞

−∞
= − −

 ′+
= − 

′+ ++  

∫ v v v

ポンプ光による分布数の変化

幅γ（プローブ）とγ’（ポンプ）の
規格化されたローレンツ関数の合成積

0 0
p

0 0

( 0) 1
1 (1 1 )D D

s
s s

σ δ σ
 

= = − 
+ + +  

ディップの中心では

Demtroeder vol II, p.90 (2.32a)と一致

ポンプない
時の断面積

p pδ ω ω≡ −
0δ ω ω≡ −

0ω

0

1

2

0 2 4 6 8 10

飽和パラメタ

ラ
ム

デ
ィ

ッ
プ

の
相

対
深

さ

ラムディップの深さvs飽和パラメタ

1
s

s+

( )1 1 1
s

s s+ + +

11
1 1

s
s s

− =
+ +

Unphysical region
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Srの偏光分光信号との比較
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実験を再現する飽和パワーが
幅と振幅で一致しない（6倍違う）
→Kramas-Kronigの関係が成立してない？

n

VCC

2 32 MHz
2 17 MHz

π
π

Γ = ×
Γ = ×


