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計測基礎論Ⅱ資料 「二準位原子気体の吸収係数および屈折率」 

 
１ 複素電気感受率と吸収係数および屈折率の関係 
自由電荷の存在しない媒質におけるマクスウェル方程式は以下の４式からなる： 
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電場として、z 方向に進行し、x方向に直線偏光した角周波数ωの複素平面波＊を考える： 
 

[ ])(expˆ),(ˆ),( 0 tKziEtzEt ω−== xxrE  ． （5） 
 
ここで K は未知数で、これを求めることがこの節の目的である．この電場によって誘起さ
れる媒質の複素分極は、電場と以下の関係を満たすとする： 
 

EP )(0 ωχε=  ． （6） 
 
ここで )(ωχ は複素電気感受率と呼ばれる．電流密度 jは，この分極の時間微分で表せる： 
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これを式（4）に代入すると、 
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となる．この式の両辺の時間微分をとると、 

                                                  
＊ 本来，電場や分極は実数の物理量であるが，これらの間の位相差を表現するために複素数で

表現する．計算された結果の実部
．．
が，実際の物理量に対応すると考えればよい． 
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ここで、ベクトル演算の公式 EEEE 22)()( −∇=∇−⋅∇∇=×∇×∇ （∵式（1））を用い
た．電場の表式（5）を、（9）に代入すると、 ),( tzE が満たすべき次の方程式が得られる： 
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ここで 001 εµ≡c は真空中の光速である．この方程式より、Kが満たすべき条件式、 
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が得られる．ここで ck /ω≡ は真空中での波数（ λπ /2 ）である． 1<<χ と仮定すると†、

Kは近似的に 
 







 +≅

2
1 χkK  （12） 

 
と書ける．ここで、複素電気感受率 χ を実部と虚部に分けて表す： 
 

''' χχχ i+=  ． （13） 
 
式（12）、（13）より、 ),( tzE は以下のように表せる： 
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ここで 

                                                  
† この仮定は光が波長オーダーの長さ進んだときの減衰または位相変化が１より十分小さけれ
ば成立する．原子気体においては、原子間距離が光の波長に比べ十分長ければよい．Rb原子の
場合，密度が 1/λ3 ~1012/cm3より十分小さければよい．この条件は，磁気光学トラップされた

冷却原子集団（n～1011/cm3）ではかろうじて成り立つが，磁気トラップ中のボース凝縮体（n
～1014/cm3）では全く成り立たないので注意が必要である． 
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とおいた．式（14）より、電場強度 2),()( tzEzI ∝ は位置依存性 
 

( )zIzI α−= exp)( 0  （17） 
 
と表され、α>0（χ>0）ならば電場強度は指数関数的に減少する（Beer の法則）．よって
αは吸収係数と呼ばれる．また、式（14）より、この平面波が進行する速さは 
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となる． 2/'1 χη += は屈折率と呼ばれる．このように，媒質の吸収係数および屈折率を知

るには，媒質の複素電気感受率を知ればよい．以降の節では二準位原子の複素電気感受率

を求め，原子集団の吸収係数および屈折率を求める． 
 
（参考）複素電気感受率の重要性 
媒質中のある単位体積を考え、その位置の電場を ( )[ ] tEtiEt ωω cosˆexpˆRe)( 00 xxE =−= 、

分極を [ ] [ ])exp(Re)(Re 000 tiEt ωχεχε −== EP とする（ 0E が正の実数となるように時間
の原点を選ぶ）。この単位体積で消費されるエネルギー（電場が分極電荷にする仕事）は 
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と表される。これの時間平均をとると、 
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となる。ここで、 2/2
00cEI ε≡ は、電磁波の強度（単位時間に単位面積を通過するエネルギ

ー）、 ''χα k≡ は先に定義した吸収係数である。上式より、電磁波の強度が単位長さ進むご

とに Iα だけ減少するので、電磁波が z 方向に進行しているならば IdzdI α−=/ が成り立

ち、この微分方程式の解は式（17）に一致する。このように 0'' >χ 、つまり電場に対する

分極の位相の遅れが電磁波の吸収の原因であることが直感的に理解できる。 
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２ 二準位原子とレーザー光との相互作用 
基底状態|1＞と励起状態|2＞のエネルギー差が Aωh である二準位原子と，x 方向に偏

光した角周波数 Lω のレーザー光との相互作用を考える．原子の位置での電場の x成分を 
 

[ ])exp()exp(
2

cos)( 0
0 titiEtEtE LL ωωω −+==  （19） 

 
と表す． 0E は正の実数である。前節と違い， )(tE は実数である．原子の双極子モーメント

を ∑−≡
i

ie rd （ 0>e ）とすると、原子系のハミルトニアンは、 

)(ˆˆˆ
00 tEeDHHH x+=⋅−= Ed   （20） 

と表せる． ∑≡ i ix xD は、全電子の変位演算子の x 成分である． 0Ĥ は電磁波がないとき

のハミルトニアンで、以下の関係を満たすとする（エネルギーの基準点を基底準位と励起

準位の中間にとる）： 
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ここで２準位系の状態を 
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と展開することにする． AL ωωδ −≡ はレーザー光の離調である．式（22）の展開式は、
摂動であるレーザーの周波数 Lω で振動する電気双極子が原子に誘起される効果を見越し
たもので、一種の相互作用表示に対応する．このとき，系の密度行列 || ΨΨρ ><≡ の各要

素は以下のように表せる： 
 

)()(1||1 *
1111 tCtC>==< ρρ  （23） 

)exp()()(2||1 *
2112 titCtC Lωρρ >==<  （24） 
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ここで 
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と定義しておく。原子が永久双極子モーメントを持たない（ 02|ˆ|21|ˆ|1 >=>=<< xx DD ）

場合、分極の期待値は 

[ ])exp(~)exp(~|ˆ|)( 211212 titidDetP LLx ωρωρ −+>=ΨΨ<−=  （29） 

と表せる．ここで 

><−>=<−≡ 1|ˆ|22|ˆ|112 xx DeDed  （30） 

は原子の電気双極子モーメントで、ここで実数とする（この仮定は一般性を失わない）。電

場 )(tE と分極 )(tP の複素表示（（式（19）と（29）それぞれの )exp( ti Lω− 成分）と、電場

と分極の関係式（6）より，原子 1個の複素電気誘電率を求めることができる： 
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つまり， ( )*

1221
~~ ρρ = の具体形がわかれば、原子の複素電気感受率がわかる．原子の密度行

列要素を決定するのは，原子系のシュレーディンガー方程式 
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と定義すると、ハミルトニアンは 
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と表せる。（32）式の両辺に左から<1|または<2|をかけることにより， )(),( 21 tCtC が満た

すべき連立微分方程式が得られる： 
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導出の際、原子系と共鳴しない電場の )exp( ti Lω 成分を無視する回転波近似を用いた．ここ
で定義された Ωはラビ周波数（ここでは実数とする）と呼ばれる． 
励起状態|2>の原子が単位時間あたり γΓ 2≡ の確率で自然放出により基底状態|1>に
緩和する効果を現象論的に取り入れるため、式（34）に、減衰項 )(2 tCγ− を付け加える： 
 

)(
2

)(
2

)(
21

2 tCitCi
dt

tdC






 +−

Ω
−= γδ  （36） 

 
この式より，励起状態の存在確率である 22ρ の時間微分を計算すると、 
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このように、減衰項 22ρΓ− が表れる．同様に 12

~ρ の時間微分を計算すると， 
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となる． 12

~ρ の減衰項 12
~ργ− の係数が 22ρ の減衰項 22δΓ− の半分 )2/( Γγ = であることは重

要である． 21
~ρ の時間微分は， *

1221
~~ ρρ = より式（38）の複素共役である： 
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11ρ の時間微分を考えるときは、注意が必要である．式（36）より素直に計算すれば 
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となる．しかし，確率の保存則 12211 =+ ρρ より、 
 

dt
d

dt
d 2211 ρρ

−=  （41） 

 
が成立していなければならない．そこで、自然放出による励起状態から基底状態へ確率の

移動を表す項 22ρΓ を式（40）に付け加える： 
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この式は，確かに条件式（41）を満たしている． 
ここで，次の変数を導入する： 

1122 ρρ −≡W  （43） 

( ))~Re(2~~
212112 ρρρ =+≡U  （44） 

( ))~Im(2)~~( 212112 ρρρ =−≡ iV  （45） 
 
これらが満たす連立微分方程式は，式（37）（38）（39）（42）より 
 

VW
dt

dW ΩΓ −+−= )1(  （46） 

VU
dt
dU δγ −−=  （47） 
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WUV
dt
dV

Ω++−= δγ  （48） 

 
となる．ここで，ベクトル ),,( WVU≡ρr （これはブロッホベクトルと呼ばれる）を考える，

もし緩和がなければ（ 0== γΓ ），式（46）～（48）は以下の微分方程式（ブロッホ方程
式）と同値である： 
  

ρρ rrr

×Ω=
dt
d  （49） 

ただし， 

),0,( δΩ−≡Ω
r

． （50） 

微分方程式（49）より， ρrはΩ
r
の周りを周波数

22 δΩΩ +=
r

で歳差運動することがわ

かる．緩和が存在する場合（ 02 ≠= γΓ ）は， ρrはある定常的な点に収束していく．こ
の点を求めるには、式（46）～（48）において時間微分を 0とおいた式（U, V, Wに関す
る３元連立一次方程式）を解けばよく，結果は， 
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となる．ここで 

 
)()( 0 δδ Lss ≡  （54） 

2
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0 2γ
Ω

≡s  （55） 

2)/(1
1)(
γδ

δ
+

≡L  （56） 

 
と定義した． )(δs は，飽和パラメータと呼ばれる．特に 0)0( ss = を共鳴飽和パラメータと呼
ぶことにする． )(δL は， 1)0( =L となるよう規格化された半値半幅γのローレンツ関数で

ある．式（51）～（53）より，密度行列の各要素は以下のように求まる： 
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３ 二準位原子気体の吸収係数および屈折率 
式（31），（60）より，２準位原子の複素電気感受率χは 
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と表される．χの具体的な値を知るには，電気双極子モーメント 12µ の値を知る必要がある．
自然放出のウィグナー・ワイスコップ理論によると、自然放出レートΓ は、 
 

hh 0

32
12

3
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32
12

33
2

πεπε
ωγ kd

c
d

==≡Γ  （62） 

 
で与えられるが††（Rb原子 D2線の場合，Γ = 98.52 ×π MHz），これを変形すれば，電気
双極子モーメントは， 
 

                                                  
†† ウィグナー・ワイスコップ理論（1930年）では，真空場の揺らぎによって励起状態の原子が
光子を誘導放出する過程を自然放出の起源とする．同様の結果は、1917年にアインシュタイン
が真空場の概念を用いずに導いている．アインシュタインはプランクの輻射公式に従う黒体輻射

と、原子系の相互作用として、自然放出（A係数）と誘導放出（B係数）を仮定した．そしてボ
ルツマン分布している原子系に詳細釣り合いの原理を適応することにより、A係数、つまり自然
放出レートを導いた．アインシュタインの導出法で用いられたプランクの輻射公式は、光子にボ

ース統計を適応することにより得られる．一方、ウィグナー・ワイスコップ理論で自然放出の起

源とされる真空場の揺らぎは、ボース統計を満たすべく定義された生成消滅演算子の交換関係

1]ˆ,ˆ[ =†aa からの帰結である．つまり両者は、どちらも光子のボース統計性を起源としており、

同じ結果が得られたことは不思議ではない． 
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と表される．よって，χは具体的に， 
 

γ
γδ

δ
δπχ i
s

L +−
⋅

+
=

)(1
)(6 3D  （64） 

 

と表せる（ πλ 2//1 =≡ kD ）．また（63）より，共鳴飽和パラメータ 22
0 2/ γΩ=s と，実

際の電場強度 2/2
00cEI ε= との関係式 
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が得られる．ここで， 
 

36 D

h

π
γcI s ≡  （66） 

 
は飽和強度と呼ばれ、励起状態の占有確率 22ρ が 1/4（飽和値 1/2 の半分）となる共鳴レー
ザー光の強度である．一原子あたりの吸収係数，つまり原子の吸収断面積 )(abs δσ は，式（15）
より， 
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)(

)(1
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2
abs δ

δσ
δ

δπχδσ
s

L
s

Lk
+

=
+

== D  （67） 

が得られる．
2

abs 6 Dπσ ≡ は、レーザーの強度が飽和強度に比べて十分弱く（ sIIs /)( =δ ～

0），かつ共鳴の場合（ 0=δ ）の吸収断面積であり，原子の遷移波長λのみで決まる．この

二準位原子からなる気体の吸収係数αは，一原子あたりの吸収断面積 )(abs δσ に気体の密度

nをかけたものになる： 
 

)(1
)(

abs δ
δσα
s

Ln
+

=  ． （68） 

 
また、原子気体の屈折率ηは、式（18）、（64）より 
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)(1
/)(31

2
)Re(1 3

δ
γδδπχη

s
Lnn
+

−=+= D  （69） 

と表せる．よって、単位長さあたりの位相シフト )1( −−= ηφ k
dz
d

＊＊は 

 

)(1
/)(

2)(1
/)(3

2
)Re( abs2

δ
γδδσ

δ
γδδπχφ

s
Ln

s
Lnnk

dz
d

+
=

+
=−= D  （70） 

 

となる．特にレーザー強度が弱く、 0)( =δs と近似できるときのαおよび dzd /φ の離調依

存性は 
 

2
abs

22

2

abs ∆
σ

δγ
γσα γδ nn  →
+

= >>  （70） 

∆
σ

δγ
γδσφ γδ

22
abs

22
abs nn

dz
d

 →
+

= >>  （71） 

 
となる．ここで γδ∆ /≡ は規格化されたレーザーの離調である． 

 

                                                  
＊＊ 位相速度が光速より遅い場合、つまり光学距離が長くなる場合に 0/ >dzdφ となるように定

義した． 


