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参考書

• 「ファインマン物理学I 力学」（岩波書店）

• 藤原邦夫著「物理学序論としての力学」

（東京大学出版会）

• 兵頭俊夫著「考える力学」（学術図書出版）



物理学とは

• 自然界に見られる現象の法則性を実験また
は観測で見出し、数学を用いて記述する。

• 物理法則は、その正しさが測定の不確かさの
範囲で検証される（証明はされない）。実験物
理学者は、物理法則の適用範囲を日々実験
によって拡張している。

• 既存の物理法則で説明できない実験結果、
観測結果が得られた場合、それを説明する理
論を理論物理学者が提唱する。



力学と他の物理科目との関係

量子力学

ミクロなスケール

（原子、分子、電子など）

光速に近い世界

マクロな数の粒子

熱力学
統計力学

特殊相対性理論

電磁気学 力学

振動・波動



古典物理学の形成

• 1543 コペルニクスの地動説
• 1604 落体の法則（ガリレオ）
• 1619 ケプラーの法則
• 1620頃 慣性の法則（デカルト）
• 1687 ニュートンの運動の３法則、万有引力の法則
• 1785 クーロンの法則
• 1820 アンペールの法則
• 1831 ファラデーの電磁誘導の法則
• 1864 マクスウェル方程式
• 1897 電子の発見（トムソン）
• 1905 特殊相対性理論（アインシュタイン）



古典物理（～1905）の全て

ファインマン物理学Ⅲ 電磁気学
第18章「マクスウェル方程式」p229

力学Bはこれだけ



Powers of Ten（1977）

http://www.powersof10.com/film



ウロボロスの蛇

http://www.kek.jp/newskek/2006/novdec/Satointerview.html



素粒子の標準理論

http://www.kek.jp/newskek/2003/mayjun/photo/km1.gif



ダークマター・ダークエネルギー

http://www.kek.jp/newskek/2010/mayjun/darkmatter.html http://www.space.com/1272-greatest-mysteries-rest-universe.html



第0章
単位系



物理量の次元と単位

• 物理量（physical quantity）：測定によって定量化される量

• 単位（unit）：各物理量の基準となる大きさ

• 次元（dimension）：物理量の質的違いを表す概念
（足すことに意味がある物理量は同じ次元を持つ）

この授業では、物理量Aの次元を[A]と表す。

エネルギーの次元を持つ物理量

熱 仕事

運動エネルギー

位置エネルギー

カロリー（cal）
ジュール（J = N・m）
キロワット時（kWh）

エネルギーの単位

（例）



国際単位系（SI）（基本単位）

srステラジアン立体角単位

radラジアン平面角補助

cdカンデラ光度位

molモル物理量

Kケルビン温度単

Aアンペア電流

s秒時間本

kgキログラム質量

mメートル長さ基

記号単位の名称物理量

MKSA
単位系

＊その他の単位は、上の基本単位の乗除のみで表現できる（組立単位）



国際単位系（SI）（組立単位）

m･kg･s-2ニュートンN力（質量×加速度）

C/V =m-2･kg-1･s4･A2ファラッドF静電容量

J/C = m2･kg･s-3･A-1ボルトV電圧（エネルギー/ 電気量）位

A･sクーロンC電気（電流×時間）

J/s = m2･kg･s-3ワットW仕事率（仕事/ 時間）単

N･m = m2･kg･s-2ジュールJエネルギー（力×距離）

N/m2 = m-1･kg･s-2パスカルPa圧力（力/ 面積）立

s-1ヘルツHz周波数（1/ 時間）組

SI基本単位に
よる表現

単位の
名称

記
号

物理量



長さの単位

1mは、光が真空中を1/299792458秒間に進む距離

（1905年にアインシュタインが提唱した光速度不変の
原理を信じ、光速は299792458 m/sであると定義）

レーザー

真空中の光速は299,792,458 m/s（定義）



時間の単位 （セシウム原子時計）

1ｓは、133Csの基底状態の二つの超微細構造準位
（F=4, M=0およびF=3, M=0）の間のマイクロ波遷移に
対応する放射の9,192,631,770周期の継続時間

米国立標準技術研究所が開発
した超小型原子時計の心臓部
（2004年9月2日朝日新聞より）

＜133Cs, 6S軌道のエネルギー準位＞

マイクロ波がCs原子と共鳴（∆E =hν）してい
るときの周波数を9,192,631,770Hzと定義

|F=4,M=0>

|F=3,M=0>

マイクロ波
（光量子hν）

∆E



質量の単位

1kgは、キログラム原器（直径、高さとも39mmの円柱
形で、白金90％、イリジウム10％の合金）の質量



次元解析（dimensional analysis）
m

l
T落下時間：

γβα glCmT =

重力加速度： g

と置いてみる

係数（無次元）
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巨大なプリンはなぜ壊れやすいか？

http://www.youtube.com/watch?v=YGyPaZ3DHm8



ガリレイ「新科学対話」（1638）より

人間が作るにしても、自然が作るにしても、建造物の大きさ
を無闇な寸法に増すことの不可能なことが容易に分かります。
ですから小さなものと同じ寸法で大きな船や宮殿あるいは寺
院を造ることは不可能なのです。そんなことをすれば、櫂や
帆桁、鉄釘、その他の各部分がばらばらになってしまいます。
また、自然も並外れた大きな樹を作ることはできません。もし、
そんなことをすれば、幹は自分の重さで折れてしまうでしょう。
また、人間、馬、その他の動物の骨格も、もし背の高さを法
外に高くすれば、それらが互いにもちこたえて世間並みの働
きのできるように作り上げるわけには行かないでしょう。なぜ
ならば、この背丈の増大は、ただ普通より固くて丈夫な材料
を使用するか、あるいは骨を太くするかでなければ不可能で、
その結果動物の恰好や容貌は化け物を思わせるほど、形を
変えるでしょうから。

ガリレオ・ガリレイ「新科学対話」岩波文庫（訳：今野武雄・日田節次）



単位の換算（unit conversion）










=

=
→=

1
18.4

1

1
1
18.4

18.41

J
cal
cal

J

Jcal
（無次元）

（無次元）

JJ
cal

Jcal1calcal 41818.4100
1
18.4100100100 =×=×=×=

calcal
J

calJ1JJ 9.23
18.4

100
18.4

1100100100 ==×=×=

（例題）km/時→m/s もしくは m/s → km/時 の換算係数は？



グラフ、単位、不確かさ、有効数字

• グラフ軸の３要素

（物理量、単位、目盛）
基礎物理定数



第１章
位置・速度・加速度



x-tグラフより速度と加速度を求める

0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

10

12

 

 
x 

[m
]

t [s]

22 2
3
1 xxy +−=



ファインマン物理学I 力学 8章 運動

ファインマン著「困ります、ファインマンさん」より

（中略）

（中略）



微分を用いた速度と加速度の定義
（直線上の運動の場合）
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加速度の比較

• 0.006 m/s2 人に感じられる最小の揺れ

• 0.7 m/s2 新幹線N700系

• 1.6 m/s2 月面の重力加速度

• 4～5 m/s2 人間（100m走のスタート時）の加速度

• 9.8 m/s2 =1G 地球上の重力加速度（平均値）

• ３～6G ローラーコースターの最高加速度

• 10G 戦闘機における加速度限界

• 46.2G 人間が耐えることのできた加速度限界

• 116000G シリウスB（白色矮星）の重力加速度



人間の最高加速度は？

http://berlin.iaaf.org/news/kind=101/newsid=53084.html



等速円運動における加速度
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周波数

角周波数

周期

加速度の向き：=ν
=ω

=T
加速度の大きさ： =a



第２章
運動の法則と

万有引力



天動説と地動説

http://spaceinfo.jaxa.jp/ja/universe_ancient.html http://spaceinfo.jaxa.jp/ja/movingheavens_movingearth.html



コペルニクス（1473-1543）の求めた

惑星の公転周期と太陽からの平均距離

藤原邦男「物理学序論としての力学」p.9より



公転周期Tと太陽からの距離Dの関係

水星

地球

金星

火星

木星

土星



ケプラーの法則
（ケプラー「宇宙の調和」（1619））

• 第1法則（楕円軌道の法則）
– 惑星は、太陽をひとつの焦点とする楕円軌道上

を動く。

• 第2法則（面積速度一定の法則）
– 惑星と太陽とを結ぶ線分が単位時間に描く面積

は、一定である。

• 第3法則（調和の法則）
– 惑星の公転周期の2乗は、軌道の平均距離の3

乗に比例する。



ハレー彗星（76年周期）

http://www.astroarts.jp/hoshinavi/magazine/mcnaught_
memorial/image/1986.jpg

前回の回帰は1986年。次回は2061年（50年後）

http://www.ne.jp/asahi/nakaegaw/piz/kit/kt007.html



ケプラーの第２法則と中心力

「プリンシピア」（中野猿人訳）第I編「物体の運動」第II章「求心力の決定」p.63

力が働かなければ、速度は変化しない
（慣性の法則）

重力（中心力）

速度の変化は、力の向きに生じる
（ニュートンの第二法則）



ケプラーの第３法則と逆２乗則

2

2
2 2

T
DD

T
Da ∝






==

πω

惑星の円運動の加速度

ケプラーの第3法則

32 DT ∝
以上より

22

1
DT

Da ∝∝
惑星の円運動の加速度は、惑星
の太陽からの距離の自乗に反比
例している（ケプラーの第3法則

の言い換え）



万有引力の法則
（ニュートン「プリンキピア」（1687））

2
21

r
mmGF =

1m 2m

F F
r

物体間に働く引力は、互いを結んだ線に平行で、その大きさは互いの
距離の2乗に反比例し、それぞれの質量の積に比例する。



運動の３法則
（ニュートン「プリンキピア」（1687））

• 第１法則（慣性の法則）

すべての質点は、それに加えられた力によってその状態が
変化させられない限り、静止または一直線上の等速運動の
状態を続ける

• 第２法則（運動の法則）

質点の運動量（＝質量×速度）の変化は、加えられた力の
方向に沿って起り、かつ、微小時間内における運動量の単
位時間あたりの変化は、加えられた力に等しい

• 第３法則（作用・反作用の法則）

すべての作用に対して、等しく、かつ反対向きの反作用が常
に存在する。すなわち、互いに働きあう質点の相互作用は常
に相等しく、かつ反対方向へと向かう。



ニュートンの運動方程式（第２法則）

ma
dt
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dt
md

==
vv )(

maF =

運動量（質量×速度）の単位時間あたりの変化とは







 ≡

dt
da v

これが、物体に加えられている力に等しいとするのが第二法則

この式は、力の単位を定義していると考えることができる。
１ｋｇの物体に１m/s2の加速度を生じさせる力を１N（ニュートン）
と定義する。１N＝１kg m/s2

（例題）質量が１kgの物体に働く重力は何N（ニュートン）か？
（答え）手を離すと9.8m/s2で落下するので、F = 1 kg × 9.8m/s2 = 9.8 N = 1kgf(kgw)



大きさのある物体からの重力

r

M

m

2r
MmGF =

m

M

質点（大きさなし）りんごと地球（大きさあり）

（定理）大きさのある物体間に働く重力は、物体の密度分布が球対称ならば
全質量が中心に集まった仮想的な質点の間に働く重力に等しい



地球上の物体に働く重力

地球

1m
gmF 11 =

2m
gmF 22 =

g
m
Fa ==

1

1
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m
Fa ==
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加速度が質量に依らない！
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キャベンディッシュの実験（1797）

地球の質量を量る

kg 
skgm 13

24

111

10)000600972195(
10)000670674286(
×.±.M

.±.G
=

×=

⊕

−−−

地球の半径Rと重力加速度はわかっ
ているので、万有引力定数Gがわか
れば、地球の質量Mが求められる。
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現在知られているデータキャベンディッシュの実験結果
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Wikipediaより



「慣性質量」と「重力質量」

• 慣性質量：物体の「動かしにくさ（慣性）」を
表す量。加速度は質量に反比例する。

• 重力質量：他の物体から、その物体に加
わる「重力の大きさ」を表す量。重力は質
量に比例する

実験事実：観測される重力加速度は、物質
の種類や体積に依存しない→慣性質量と
重力質量は比例する

アインシュタインの一般相対性理論では、両
者は同一のものとみなす（等価原理）

I
I m

FaamF =→=

gm
R

Mm
GF g2

g ==

?
I

g

I

gg
m
m

m
Fa ===

mmm == Ig

実験結果

物体の質量には色々ある（かもしれない）

今後、この授業でも両者
を区別せずにmと表す。



地上のリンゴと月の落下

Not to scale(縮尺は合ってない)

月の落下

りんごの落下

D = 60R

R=6400km

T = 28 day v = ωD

2D

x



撃力近似と積分

時間

落下速度
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Monkey Hunting
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y軸方向に関する運動方程式



MIT Physics Demo

http://techtv.mit.edu/videos/735-monkey-and-a-gun



古典物理（～1905）の全て

ファインマン物理学Ⅲ 電磁気学
第18章「マクスウェル方程式」p229

もう勉強した。力学Bはこれでおしまい？



「重さ（weight)」＝「重力(gravity)」？
「無重量」 =「無重力」？

宇宙ステーション
（人は回転している）地球

ω

スペースシャトル

Keywards: 力、質量、重力、重さ、慣性力（遠心力）



作用・反作用の法則

12F
r

21F
r

1 2

力の大きさは等しく、向きは反対

12F
r 21F

r1 2

接触しているか否かにかかわらず成立！

2112 FF
rr

−=



作用・反作用の法則≠力のつりあい

机がリンゴを押す力

地球がリンゴを引く重力

リンゴが地球を引く重力

A B

AがBを押す力BがAを押す力



運動量と力積
重たいモノ、速いモノほど止めにくい

dtttdt
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FpFp
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∆
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∫=− 2

1

)()()( 12

t

t
dtttt Fpp

ニュートンの運動方程式

両辺を積分して

「力積」

物体の運動量変化は、その物体に与えられた力積に等しい

t

F F-tグラフの面積が

力積に等しい

（運動の第２法則の別表現）

1t 2t



生卵を割らずに受け止めるには

面積（力積）は等しい（mv）

t

F

卵が耐えられる力の上限

t

F この瞬間
に割れる

硬い床 クッション

m

v

m

v



運動量保存則
（運動の第２、第３法則からの帰結）

)(12 tF
r

)(21 tF
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相互作用の前後で、運動量の和は保存する！
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力積



Newton’s Cradle



第３章
様々な力



種々の力

212
21

12 rreF −−=
r
mmG万有引力

束縛力
（垂直抗力、張力）

弾性力

摩擦力 抵抗力（粘性抵抗、慣性抵抗）

電磁気力

2m
1m r

1r 2r
12F

O

原子間力、分子間力静電気力、磁力

)( BvEF ×+= q )(0 00
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∂
∂

+=×∇=⋅∇

∂
∂

−=×∇=⋅∇

EjBB
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ρε

これらの区別はあいまい
（起源はみな同じ電磁気力）



弾性力
（物体がその形を維持しようとする力）

kxF −=
これをフックの法則という（あくまで近似法則）。
負号は物質の変位を戻す方向に力が働くこと
を表現する。

自然長（力が働いてないときの長さ）からの「ずれ」

をxとする。この「ずれ」を元に戻そうとする力Fは、

xが十分小さいならば、近似的にxに比例する。

k ：ばね定数

ばねはかりは、フックの法則が成り
立つ力の範囲が広いばねを利用し
て重さを測る道具

(spring constant)

x

F 傾き-k

直線で近似できる領域がある



束縛力（張力・垂直抗力）
（物体の位置を束縛する弾性力）

ω
垂直抗力N

重力mg

重力mg

張力T

垂直抗力N

実際は伸びている
（弾性を持つ）

実際は凹んでいる
（弾性を持つ）



摩擦力
物質の移動を妨げる分子・原子間力？

NF µ=max

NF µ′=

µµ ′<
動摩擦係数

垂直抗力N

重力mg

外力（引っ張る力）摩擦力F

外力の大きさ

摩擦力の大きさ

動かないとき
外力＝摩擦力

動摩擦力

最大静止摩擦力

静止摩擦係数

maxF

クーロンの
第２法則

クーロンの
第１法則

クーロンの
第3法則

動き出す

動いているとき



抵抗力（粘性抵抗、慣性抵抗）

vηπaFV 6=

粘性抵抗：物体が近傍の流体を引きずる
ことによって受ける反作用

慣性抵抗：物体が通過する空間にある
流体との衝突によって受ける反作用

22

4
1 vaFI πρ=

ストークスの法則
半径a

v

半径a

v

藤原「物理学序論としての力学」p.50

η

ρ ：流体の密度

：流体の粘性係数
藤原「物理学序論としての力学」p.49

ニュートンによる経験則



第４章
運動方程式の解法



定数係数の線形常微分方程式

)(012

2

2 tfxa
dt
dxa

dt
xda =++

1階2階




≠
=

0
0

)(tf
斉次（同次）

非斉次（非同次）

1階斉次方程式

（例）放射性崩壊、複利の借金（預金）額

２階斉次方程式
（例）単振動、減衰振動

N
dt
dN

Γ−=

２階非斉次方程式
（例）自由落下、強制振動 g

dt
yd

−=2

2

N
dt
dN α+=

kx
dt

xdm −=2

2

tFkx
dt
dxb

dt
xdm ωcos02

2

+−−=

kx
dt
dxb

dt
xdm −−=2

2

Γ ：1秒間に崩壊する確率 α ：金利

：ばね定数k

：借金（預金）N

粘性抵抗

周期的な外力

復元力

せいじ

ひせいじ



１階線形常微分方程式



常微分方程式の解法：2つの方針

＜解の形を予測して代入（発見的手法）＞ ＜変数分離して両辺を積分（解析的手法）＞

力学B（運動方程式）では、こちらの手法でOK 解ける方程式の形が限られている

)(012

2

2 tfxa
dt
dxa

dt
xda =++ )(01 tfxa

dt
dxa =+

解は微分して同じ関数形になる指数関数で
表現されるのではないか？

tAetx α=)(

tetAtx α)()( =

うまくいかなければ、定数部分Aも時間

の関数とおいてみよう（定数変化法）

0)( =tf 00 =a

dtdx
x

a
ax

dt
dx

α

αα

=⇔









≡=

1
0

1

dttgdx
a

tftgtg
dt
dx

)(

)()()(
0

=⇔









≡=

のとき のとき

両辺を積分して
両辺を積分して

)(
log

Ct eAAex
Ctx

==∴

+=
α

α Cdttgx += ∫ )(



放射性元素の崩壊

N
dt
dN

Γ−=

原子1個あたり、1秒間あたりの崩壊確率

NΓ ：1秒間あたりに崩壊する原子の数
単位はベクレル[Bq]

)(tN

t

2/12/1

693.02ln
tt

==Γ

半減期を とすると、2/1t

0N

2
0N

2/1t

40Kの場合、半減期は12.8億年＝4.04×1016秒

117
16 s1072.1

s1004.4
693.0 −−×=
×

=Γ

teNtN Γ−= 0)(
初期の原子数をN0とすると、



複利で借金してはいけない

「数学の歴史上、最大の発見は何か？」「それは複利である」（ｂｙアインシュタイン）

teNtNN
dt
dN αα 0)( =→+=

単利

)1()( 00 tNtNN
dt
dN αα +=→+=

初期の借金額

複利

その瞬間の借金額＝初期の借金額＋累積利息

http://money.monex.co.jp/archives/20070225_2.html



eの発見、それは複利計算から
１年後に発生する利息が元本のα倍とすると

利息は毎月発生していると考えると
12

0
1

0 12
1 






 + →

αNN 年後

利息は毎日発生していると考えると

365

0
1

0 365
1 






 + →

αNN 年後

利息は連続的に発生していると考えると

α

α

eN
n

NN
n

n 00
1

0
11lim =


















 + →

∞→

年後

n

n n
e 






 +≡

∞→

11lim

3
2
1

0.5
0.1
α

420
37.4
22.7

1.51.65
1.11.105

(1+α)eα

( )α+ → 10
1

0 NN 年後

ヤコブ・ベルヌーイ（1683）



人間の知的能力の成長

teNtNNdtdN αα 0)( =→=
獲得する知能 その時の知能

学習時間
学習の効率

t

)(tN

0N

なかなか伸びない
ように感じる

急に成長する

目に見える成長が感じられ
なくても、いつかは急成長
（ブレイクスルー）する



２階線形常微分方程式



数学的準備① マクローリン展開

無限回微分可能な関数f(x)が、以下のようにべき級数展開できるとする：

LL +++++= n
n xaxaxaaxf 2

210)(

n
x

n
nn

n

x
n

n

anxaxaxaa
dx
d

dx
xfd

!)(
)(
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2
210
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=+++++=
==

LL
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x
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f
xfxffxf

!
)0(

)0(
!2

1)0()0()(
)(

2









≡= n

n
n

n

n dx
xfdxf

n
fa )()(

!
)0( )(

)(

係数anを求めるには、上式の両辺をn回微分して、x=0を代入すればよい

よって、



テイラー展開と近似

LL +∆++∆′′+∆′+=∆+ n
n

x
n

afxafxafafxaf )(
!

)())((
!2

1)()()(
)(

2

0次近似 １次近似 ２次近似 n次近似

)()( xafxg +=

を考えてg(x) をマクローリン展開すると

LLL +++′′+′+= n
n

x
n

agxgxggxg
!

)()0(
!2

1)0()0()(
)(

2

a xa ∆+ x

)(xf

)(af

x∆

)( xaf ∆+

)(xg

x= a を新しい原点とする関数

xは「原点からの差異」を表すので、これをΔxと書き換えて、g を f で表すと



指数関数・三角関数のべき級数展開
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∞
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数学的準備② オイラーの公式

θθθ sincos iei +=

Re

Im

θ

θsinzi

θcosz

( )*zzz =

z

θiezz =

θθθ sincos zizezz i +==



指数関数の性質

（注意）指数関数の微分では、実部と虚部は混じらない

2121 )( θθθθ iii eee =+

θθ

θ
ii iee

d
d

=

ti
i

ti ei
dt
d

d
dee

dt
d ω

θ
ω ωθ

θ
=⋅=

tωθ =

βαβαβα
βαβαβα

sincoscossin)sin(
sinsincoscos)cos(

+=+
−=+

cf. 三角関数の加法定理

[ ]ti
ti

e
dt
d

dt
de ω

ω

ReRe =








特に と表されるとき

[ ]ti
ti

e
dt
d

dt
de ω

ω

ImIm =








Re

Im

tωθ =

tiei ωω
tie ω

)( ttie ∆+ω



単振動
ばね定数kのばねに質量mのおもりがついているとする。自然長からの伸びをxとす

ると、運動方程式は

02

2

=+→−== x
m
kxkx

dt
xdmF &&

0
2 0 ωαα α i

m
kie

m
k t ±=±=→=






 + 








≡

m
k

0ω

titi BeAetx 00)( ωω −+=

tex α=解の形として、指数関数 を仮定して代入すると

よって、一般解は

txexextx titi
00

00 cos
22

)( 00 ωωω =+= −

初期条件として、t=0 のとき x = x0, = 0 の場合、x&

→==
2
0xBA

x

x = 0

ばね定数k

質量m



空気抵抗は ∝速度、それとも ∝速度2

粘性抵抗ならば

慣性抵抗ならば

mgbbFV +−=→−= v
dt
dvmv

mgbbFI +−=→−= 22 v
dt
dvmv

b
mg

=tv

b
mg

=tv

終端速度

終端速度

同じ形状で、質量の異なる物体を落下させたとき、終端速度
が質量に比例すれば粘性抵抗、質量の平方根に比例すれば
慣性抵抗

無限の時間

無限の時間



実験：アルミカップの終端速度

約2m

3.32.41.60.83落下速度の自乗(m2/s2)

1.81.51.30.91落下速度(m/s)

1.11.31.62.22mの落下時間(s)

4個3個2個1個アルミカップの個数

55mm

90mm

25mm

終端速度の自乗は質量に比例→慣性抵抗

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4 5

アルミケースの個数

落
下

速
度

(m
/
s)

の
自

乗



粘性抵抗が働く物体の速度変化

g
m
bmgb =+→+−= v

dt
dvv

dt
dvm

非斉次

が特殊解。b
mg

=tv
①まず特殊解を求める（探す）

＜非斉次方程式の一般的解法＞

今の場合、終端速度

②右辺=0とおいて（斉次方程式にして）一般解を求める







 ≡=→=+

m
b

m
b t- γγAevv

dt
dv 0

③（本当の一般解）＝（斉次方程式の一般解）+（特殊解）

t
t- vAev += γ

初速度をゼロとすると、 tvA −=

t
t- vev )1( γ−=

tv

t

t
- ve )1( 1−

v

γτ /1=



減衰振動

02 2
02

2

=++→−−== xxxkx
dt
dxb

dt
xdmF ωγ&&&

( ) 2
0

22
0

2 02 ωγγαωγα α −±−=→=++ te

( )titittt BeAeeBeAetx ωωγαα −− +=+= −+)(

tex α=解の形として、指数関数 を仮定して代入すると

一般解は

textx t ωγ cos)( 0
−=

初期条件として、t=0 のとき x = x0, = 0 の場合、x&

→==
2
0xBA

x

x = 0

ばね定数k

質量m

速度に比例する抵抗力（粘性抵抗）が働くの単振動の運動方程式は

粘性のあ
る液体

mkmb /,2/ 0 =≡ ωγただし、 とおいた。

0ωγ < の場合、 ( )0
22

0 ωγωωωγα <−≡±−=± i

tex γ−
0包絡線

x

t



質量m

強制振動

t
m
Fxxx

tFkx
dt
dxb

dt
xdmF

ωωγ

ω

cos2

cos

2
0

2

2

=++→

+−−==

&&& 非斉次

非斉次方程式の一般的解法（斉次方程式の一般解+特殊解）でも解ける。

その方法は教科書に譲り、ここでは定常解（十分時間が経った後の解）を
求めよう。

tF ωcos
外力

x

x = 0

tiextx ωω)()( =

[ ] titi e
m
Fe

m
Ft

m
F ωωω →= Recos

② x(t)は（定常状態では）外力と同じ角周波数ωで振動する周期関数と仮定する。

① 実部にのみ意味があると約束して、周期関数を複素表示する

＜解法のテクニック＞



共鳴・共振（Resonance）

2
0

2 2
1)(

ωγωω
ω

++−
⋅=

im
Fx

22222
0 4)(

1)(
ωγωω

ω
+−

⋅=
m
Fx

運動方程式に代入して、x(ω)について解くと

振動の振幅の大きさは、

特に、γ<<ω0 の場合、ω ～ω0では、

22
00 )(

1
2

)(
γωωω

ω
+−

⋅=
m

Fx

兵頭「考える力学」p77 図4.10

基礎物理学実験テキスト「振動・波動Ⅱ」p140 図5



様々な共鳴現象

振動

共鳴光

散乱光

原子
電子

共鳴する原子 原子・分子の共鳴周波数に等しい
光（共鳴光）を照射すると、原子内の電子が振動
し、光は散乱される。

太陽光スペクトルの暗線（フラウンフォーファー線）
太陽の大気中に存在する様々な原子・分子が、固
有の共鳴周波数の光を吸収するため、多数の暗線
が生じる。

＜原子・分子による光の吸収＞＜地震波の共鳴＞

＜ラジオ（LC並列共振回路）＞

http://www9.wind.ne.jp/fujin/diy/radio/radio02.htm

http://www.kz.tsukuba.ac.jp/~sakai/dsn.htm



第５章
極座標による
運動の記述



２次元極座標表示

y

xϕ(t)
r(t)

r(t)

))(),(()()()( tytxtytxt yx =+= eer
デカルト座標表示
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),( yxyx yx &&&&& =+= eer

),( yxyx yx &&&&&&&&&& =+= eer

２次元極座標表示

))(),(()( ttrt ϕ=r

),( ϕ&&& r=r

),( ϕ&&&&&& r=r
間違い



2次元極座標の基底ベクトル
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基底ベクトルの時間微分
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両辺をdtで割ると（単位時間あたりの変化にすると）
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tdrt r
r

r =+=+= eeeev

したがって、

),( ϕ&&r ではない！



極座標表示における
速度および加速度ベクトル
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極座標表示の運動方程式は、
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等速円運動

r

v
m

ϕ

( ) ( )trttrt ωϕ ,)(),()( ==r

角速度ωで回転

r成分の運動方程式は、

)()( 2 tFrrm r=− ϕ&&&

rは一定なので

2)( ωmrtFr −= 向心力（一定）

φ成分の運動方程式は、

)()(1 2 tFr
dt
d

r
m ϕϕ =



 &

0)( =tFϕ

rもφも一定なので、

円運動している物体には進行方向の力は働いていない



単振り子
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運動方程式より
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第６章
角運動量



数学的準備：ベクトルの外積
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yxz

xzy

zyx

eee

eee

eee

=×

=×

=×

zxyyxyzxxzxyzzy BABABABABABA eeeBA )()()( −+−+−=×

,zzyyxx AAA eeeA ++= zzyyxx BBB eeeB ++=

( ) ( ) ( )BACCABCBA ⋅−⋅=××

( )
dt
d

dt
d

dt
d BABABA ×+×=×

＜主な性質＞

右手系では

xe
ye

ze

とすると、

xからyへ回す向き

zの向き

右手



物体の「回転」をどう表現するか？

原点

原点 p

回転してない

回転している（と考えられる）

r

r

0=×→ prr//p

0≠× pr

pr ×

p

は、原点まわりの物体の回転の度合いを表す指標になっている？

Lpr ≡× と定義して、これを角運動量と名付けよう



角運動量と力のモーメント

( ) rrrrrrrrL
&&&&&&& mmmm

dt
d

dt
d

×=×+×=×=

( )0)( =×=× rrrr &&&&Q mm

角運動量の時間微分（単位時間あたりの変化）を考えよう。

これは物体に働いている力

したがって、物体に働いている力を F とすると、

FrL
×=

dt
d

FrN ×≡ を力のモーメント（もしくはトルク）という。

（注意）角運動量も力のモーメントも、原点の位置を変えれば、その向きも大きさも変わる



トルクレンチ

トルクの大きさの単位（SI）はNm
（kgf･mやkgf･cmも使われている）



角運動量の保存

　L
r

z

p

万有引力は中心力なので、太陽を原点
とすると、惑星に働く力のモーメントは

0=×= FrN
したがって、

0=L
dt
d

（力が中心力の場合）

これは、角運動量が時間的に変化しない（一定である）ことを意味する。
「中心力が働く物体の（中心力を原点とする）角運動量は保存する」
と言うことができる。

また、物体のLが変化しないということは、物体はLに垂直な一つの平面内で

運動を続ける（二次元極座標表示で運動を記述できる）。



面積速度一定の法則
（ケプラーの第２法則）

r( )t
dϕ

r( )t+dt

r
dS

rdϕ

ϕϕ eevp && mrrmm r +==

( )
( )

z

r

rr

mr

mr

mrmrr

e

ee

eeeprL

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

&

&

&

2

2

=

×=

+×=×=

rrer =
２次元極座標表示

m
Lr

dt
dS

22
1 2 == ϕ&

角運動量は

面積速度は

太陽

惑星

ϕr
x

y



フィギュアスケートのスピン

出典：「やりなおし高校の物理」野田学（２００５年、ナツメ社）



回転体の角運動量と慣性モーメント

r

v
m

ϕ=ωt

ωωrL Imrm ==×= 2v

2mrI ≡ 慣性モーメント（角速度ベクトルを
かけると角運動量になる量）

∫= dVI )(2 rρξ

ωrrrL IdV =×= ∫ &)(ρ
ω

ξ

角速度ベクトル（大きさは角速度、向き
は回転軸と平行（右ねじの進む向き）

ω

＜質点の場合＞

＜回転対称性のある物体（剛体）の場合＞

ｚeω ω=

r

rωr ×=&

x

y

z

ξ ：回転軸からの距離



円柱の慣性モーメントの計算

0

l

ξ

z

x

y
ϕ

r

a

dV= d d dzξ ξ ϕ

22

4
12

)(

24
0

4

00

2

0

3

2

2

aMla

l

dzdd

dzdd

dVI

a

la

===





=

=

=

=

∫∫ ∫

∫∫∫
∫

ρπ

ξρπ

ϕξξρ

ϕξξξρ

ρξ

π

r

質量 ρπ laM 2=
密度 ρ



さまざまな回転体の慣性モーメント



内力と外力

∑

∑∑∑

∑ ∑

=

+=









+

≠

≠

i
i

i ij
ij

i
i

i ij
iji

F

FF

FF

1F

21F

12F
2F

3F

23F

32F

31F13F

質点系に働く力の和は、外力のみ
の和（内力の和は、作用・反作用
の法則より相殺）

各質点に働く力の合計は



剛体の角運動量とトルク

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑ ×=×+×=×= rrrrrrrrL
&&&&&&& mmmm

dt
d

dt
d

∑∑ =×= 外力のトルク外力作用点 NFrL
dt
d

Fp
=

dt
d 作用反作用の法則

内力は中心力
NL

=
dt
d

ニュートンの運動方程式

計算してみると、作用反作用の法則および内力が中心力であるため、内力の
効果は相殺され（兵頭「考える力学」p211参照） 結果的に外力のトルクが残る、

物体のその箇所に働いている力

物体の角運動量の時間変化

Nは外力の

トルクの和



内力のトルクが無視できることの証明

( ) ( ) ( )∑∑∑ ×=×=×=
i

iii
i

iii
i

iii mm
dt
dm

dt
d

dt
d rrrrrrL

&&

∑
≠

+
ij

iji FF

( ) ( ) ( )∑∑∑∑∑ ∑ ×=×+×=



















+×=

≠≠ i
ii

i ij
iji

i
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i ij
ijiidt

d FrFrFrFFrL

( ) 0=×−∑∑
>i ij

ijji Frr

( )

nnnnnnn

nnnnnn
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i
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ij
iji

,121

,111,211,11

231,23233133

221,22232122

111,11131121

−

−−−−−

−

−

−
≠

×−×−×−

×+×−×−

×+×+×−×−

×+×+×+×−

×+×+×+×+=×∑∑

FrFrFr
FrFrFr

FrFrFrFr
FrFrFrFr

FrFrFrFrFr

L

L

M

L

L

L

jiij FF −=

作用反作用の
法則を適用

内力は中心力
なので

あからさまに書くと



運動量と角運動量のアナロジー

運動方程式

時間変化のしにくさ
を表す量（慣性）

時間変化させる

要因

定義

角運動量運動量

vm≡p ωprL I=×≡

F FrN ×≡

Fp
==

dt
dm

dt
d v NωL

==
dt
dI

dt
d

力（force） トルク（torque）

(momentum) (angular momentum)

m I
((inertial) mass）

慣性モーメント

(moment of inertia )
（慣性）質量



物体のつりあいと「てこの原理」
静止している物体は回転していない（角運動量がゼロのまま変化しない）
→外力のトルク（原点は任意）の和はゼロ

1l 2l

1l 2l
1F

2F

2F

1F

2211 lFlF =



重心（質量中心）
質量の重みをつけた位置の平均

1l 2l

gm1
gm2

1m
2m

x
2xGx1x

21

2211

mm
xmxmx

+
+

=G

∫
∫∑ ==

dV

dV

M
mii

)(

)(

r

rrr
r

ρ

ρ
G

O

dV

r

ρ( )r
＜一般の剛体＞

＜２質点の場合＞



重力のモーメント

0=Gr重心を原点とすれば であるから

gr

g
r

gr

grFrN

M

M
M

m

m

m

G

i
ii

i
ii

i
ii

i
ii

×=

×=

×







=

×=×=

∑

∑

∑∑ ir

O

Gr

ir′

G

im

g

0=N O
Gr

∑=
i

imM

重心を支点とすると、物体は回転しない

等価

全質量が重心に集中していると
考えた場合の重力のモーメント

（重心が原点の場合）



力の作用線

r

F

O l

作用線

Fl
rF

=

=×= θsinFrN

l ：作用線から原点までの距離

作用点を作用線上で移動しても、剛体に加わるトルクは等しい

O O O



偶力（couple）
作用線の一致しない大きさの等しい二つの力

G

F

＜偶力なし＞

0≠== FlN
dt
dL

G G
l

F

＜偶力あり＞

0=== FlN
dt
dL

回転する 回転しない



様々なワインホルダー



物体の重心を求める

東京書籍 高等学校教科書「物理Ⅰ」より転載



重心の運動

MM

m
MM

m
dt
d

dt
d

i
i

i ij
iji

ii
iiG

G

∑∑ ∑

∑∑

=
+

=

=









=≡

≠
FFF

r
rra

)(

1
2

2

2

2

&&

G

G

G

GaF M=外力の和

重心の運動方程式

gM

gMgM

重心の運動方程式は、質量M
の質点の運動方程式に等しい

物体の質量：M



やじろべえ（実体振り子）

指

どんぐり（質量M）

重心

長さa

h

やじろべえの慣性モーメント

MghMghN 3sin3 −≈−= ϕ
やじろべえに働くトルク

MaI 22≈

ϕ

ϕωϕϕ 22 32 −=→−= &&
&

Mgh
dt
dMa

ϕω &MaILN
dt
dL 22, === より、

単振動









= 22

3
a
hgω



地球ゴマ（gyroscope）

http://www.youtube.com/watch?v=V4duz17JVvY



回転する車輪の軸はどちらに回る？

ひもで吊るす

gF m=

r

FrN ×=

L

NL
=

dt
d

上から見た図

FrN ×=

L



歳差運動（precession）

http://www.nao.ac.jp/QA/image/img0907.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/82/Gyro
scope_precession.gif



斜面上を転がる回転体

x

θ

Mg
F

N
a

ϕy
FNr

++= gM
dt

dM 2
G

2

2MkI =

FM
dt

xdM −= θsin2

2

g

NM
dt

ydM +−= θcos2

2

g

( )
θsin

/1
1

22

2

g
akdt

xd
+

=aF
dt
dI =

ω

回転体の重心の運動

回転体の回転運動

k ：回転半径

ϕax =

垂直抗力 摩擦力

基礎物理学実験テキスト「剛体の力学」より



第７章
仕事とエネルギー



仕事（work）の定義

rF d
drFdW
⋅=

= //

θsinmgF =

rd

//F
⊥F

θ

h
θ

移動距離
θsin

hl =押す力

物体を高さhだけ持ち上げる仕事は、斜面の角度に

依存しない（中高で習う仕事の原理の一例）
mghFlW ==

（仕事）＝（力の移動方向成分）×（移動距離）F

仕事の単位はN･m = kg･m2/s2＝J（ジュール）



仕事の原理 滑車の例

http://www.wakariyasui.sakura.ne.jp/4-1-0-0/4-1-1-2sigotonogennri.html



仕事と運動エネルギー

Av

)( ArF

Bv

Ar

Br
O )( BrF

∫∫ ⋅=⋅= B

A

B

A
AB

r

r

r

r
rrrF dmdW &&

質点が点Aから点Bへ移動する間に外力がする仕事

rrrrrrr &&&&&& ⋅=⋅== 2)(,
dt
ddtdt

dt
dd

[ ] 2222
AB 2

1
2
1

2
1)(

2
1

AB mmmdmW B

A

B

A

vvvv v
v

v

v
−=== ∫

ABAB KKW −=2

2
1mvK ≡ 運動エネルギー

（kinetic energy）

運動エネルギーの変化は受けた仕事に等しい

より、



場（field）

スカラー場（物理量がスカラー）
（例）
標高（2次元）

気温、気圧、
物体の密度分布
ポテンシャル（これから学ぶ）
電荷密度（冬学期に学ぶ）

空間の各位置で定義（または観測）されるような物理量

ベクトル場（物理量がベクトル）
（例）
風速
重力の場（これから学ぶ）
電場、磁場、電流密度ベクトル
（冬学期に学ぶ）



保存力の場

A

B

C

C'

∫
→

→ ⋅=
BA

BA dW rrF )(

∫∫
→→

⋅=⋅
BABA

dd rrFrrF )()(

質点が任意の位置Aから任意の位置Bへ移動する間に力Fの場のする仕事

C

C

が、経路Cに依存しないとき、Fを保存力という。
このとき、任意に選んだ二つの経路C,C’について

C C′

が、成立する。また、経路を逆にすると負号がつくこと
に注意すると、元の場所に戻る任意の経路について

A

B

C

C'
0)( =⋅∫

C

drrF

∫
→

⋅−
BA

drrF )(
C′

が、成立する。これはFが保存力であることと同値な表

現である。

∫
→

⋅
BA

drrF )(
C



保存力の場の例

＜重力の場＞

xばね定数k

x = 0

＜一次元の力＞

x

F

傾き-k

直線で近似でき
る領域がある
（フックの法則）

∫∫∫ =+=→→

B

A

B

C

C

ABCA dxxFdxxFdxxFW )()()(

CBA

∫∫ =⋅= B

A

B

A

r

rrAB drrfdrfW )()(
r

r
re

一般に中心力は保存力
クーロン力（静電気力）も同じ

一次元の力と同じ形

地表付近は一様な
力の場として近似で
きる（これも保存力）



ポテンシャルとエネルギー保存則
力Fの場が保存力の場合、その力とつりあうような力（-F）を加えながら、ある基準点か

ら、別の点まで質点を移動させるために我々がなす仕事は、経路に依存しない。つま
りこの仕事をもってスカラー場が定義できる。このスカラー場をポテンシャルという。

∫ ⋅−≡
r

r
rrFr

0

)()( dU

0r

r

)(rF
このとき、質点が点Aから点Bへ移動する間に

外力がなす仕事は
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0

0
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
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∫∫

∫∫∫

BBAAABBA KUKUKKUU +=+⇔−=− )()()()( rrrr
ABAB KKW −=一方、 より、

力学的エネルギーの保存則



重力のポテンシャル

∫∫ +−=
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基準点を無限遠にとると（慣習）

r
MmGrU −=)(

r

)(rU



単振動の力学的エネルギー保存則

xばね定数k

x = 0

東京書籍 高等学校教科書『物理II』p.56

)(xU

x

)(xF

x
kxF −=

2

2
1 kxF =

tAx ωcos=

tAxv ωω sin−== &









=

m
kω

222

2
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2
1

2
1 kAmvkxKU =+=+



ポテンシャルと力の微分関係
＜１次元の場合＞

∫−≡
x

x
dxxFxU

0

)()( xxFdxxFxUxxU
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∆+
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∆

−∆+
→∆

＜３次元の場合＞
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成分表示すると
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rrr

Δy=0、Δz=0とおくと、



ポテンシャルの勾配（gradient）





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∂
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これらをまとめて表すと

ここでナブラ演算子を定義する

すると、力は簡単に

と表せる。∇はこの場合「gradient（クラディエント：勾配）」と読む。



第８章
相対運動と慣性力



y

x

z

S系

y

x

z

ex

ez

ey

y

z

S'系

y'

x'

z'

ex'

ez'

e 'y
ro'

慣性系に対して移動している座標系

慣性系＝慣性の法則が成立する系
（力が働かなければ、運動量は変化しない）

'' rrr += O

O'

O'

rFr
Frr
&&&&

&&&&

mm
m

−=⇔
=+

'
)'(

S系（慣性系）から見た物体の位置ベクトル

を r とする。
S系に対して、移動している座標系をS’系と
し、その原点の座標を rO’ とする。
S’系から見た物体の位置ベクトルを r’ とす

ると。

慣性系

'rr

S系は慣性系なので、ニュートンの運動方程式が成立するので、

→= 0O'r&& S’系も慣性系（なぜなら、力が働かな

ければ、運動量は変化しないから）

→≠ 0O'r&& S’系は慣性系ではない。しかし、

を力と考えれば、ニュートンの運動
方程式が見かけ上成立する。

O'r&&m−

「慣性力」と呼ばれる



慣性系に対して回転している座標系
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dt
d

慣性系であるS系に対し、S’系が角速度ベク

トルωで回転しているとする。
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回転軸がz軸の場合の図



遠心力とコリオリ力
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S系では、ニュートンの運動方程式が成立するから

S系での加速度を、S’系での加速度、速度、位置ベクトルで表現すると

遠心力コリオリ力
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コリオリ力を見る実験

http://coast14.ees.hokudai.ac.jp/osj/umi_no_kyousitu/02coriolis_01.html



http://wwwoa.ees.hokudai.ac.jp/~f-hasebe/Coriolis.gif



コリオリ力と台風の渦
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北半球における台風の渦



コリオリ力と偏西風



フーコーの振り子（1851）

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a1/Foucault_
pendulum_animated.gif

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/0/0d/Foucault_
pendulum_plane_of_swing_semi3D.gif

The animation describes the motion of a Foucault 
Pendulum at a latitude of 30°N. The plane of 
oscillation rotates by an angle of −180° during one 
day, so after two days the plane returns to its 
original orientation.

1周に必要な時間（日） = 1日/sinθ
（θは振り子の場所の緯度）

北半球におけるフーコーの振り子


